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durante o ano lectivo de r94gr-42. 


1) Lei de Hook 


Consideremos um corpo sólido, de forma qualquer, impossibilitado de movimento de 
conjunto, isto é, fixado de tal modo que os seus pontos só podem deslocar-se à custa da defor- 
mação do sólido. Dum modo geral as construções encontram-se nestas condições de fixação 
desde que os apoios não sofram assentamentos. 


Sejam Fi, Fs,... Fi,... Fk,... F, as grandezas 
das fôrças actuantes, segundo direcções determinadas, 
em pontos P,, Ps,... P;,...Px,... P, do sólido fixado, 
por exemplo, em três pontos As, As e As (fig. 1). 


Devido à aplicação do sistema de fôrças o ponto 
P, passa para uma posição P',; designemos por D; o 


deslocamento P;, — P;; seja d; a projecção dêste des- 
locamento sôbre uma direcção qualquer dada 4;. 


A lei de Hook afirma que, quando Fr, Fa,... F, 
estão compreendidos entre certos valores, a projecção Fig. 1 


(1) Indicações bibliográficas: «Theory of Elasticity» por R. V, Southwell (Oxford Press, Londres); «Résis- 
tance des Matériaux», por L. Baes (M. Lamertin, Bruxelas); «Strength of Materials» por S. Timoshenko (D. V. 
Nostrand Cp., Nova York); «Strength of Materials» por Case (Arnold, Londres); «Estática Aplicada» por Saliger 
(Labor, Madrid). 
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d; é dada pela expressão : 
I) d;= ai F, + ais Fa + Er - an Fi + A + aijk E + Pro + din e] 


onde as, ais, ... Aik, -. Ain SÃO constantes designadas coeficientes de influência; ax é o coeficiente de 


influência da fôrça Fs no deslocamento de P; na direcção A;. Estes números a dependem da 
substância e forma do corpo, das direcções das fôrças aplicadas e das direcções 4;. 
A lei de Hook pode ser enunciada do seguinte modo: os deslocamentos projectados são 
funções lineares e homogéneas das grandezas das fôórças aplicadas segundo direcções determinadas. 
Dum modo geral a lei só é válida quando as grandezas, que podem ser positivas ou nega- 


o 


tivas, das fórças Fr, Fo ».-. Fy estão compreendidas entre certos valores, ou, o que é o mesmo, 
quando os deslocamentos não ultrapassam certos limites, além dos quais os deslocamentos pro- 
jectados já não são funções lineares e homogéneas de Fi, Fa,... Fa. 

A lei de Hook pode aplicar-se a um ponto no qual não actua fôrça alguma. Assim se 

;=0 subsistirá a expressão 1) com o têrmo a;; F; nulo. 

Da expressão 1) concluímos que se as fôrças deixarem de actuar (Fi = Fa... =F,=0) 
é d == 0, isto é, a lei de Hook impõe a elasticidade perfeita do corpo; quere dizer, quando as 
fôrças deixam de actuar o corpo retoma a forma inicial. 

No estado actual da Teoria da Elasticidade e da Resistência de Materiais os coeficientes 
de influência nem sempre podem ser calculados com a precisão necessária, tendo por vezes de 
se recorrer à experiência para a sua determinação. 

Deve notar-se que para corpos constituídos por numerosas substâncias que interessam ao 
construtor, tais como o ferro fundido, o betão, as madeiras e os solos de fundação, a lei de 
Hovk só traduz uma primeira aproximação da lei que relaciona os deslocamentos projectados 
com as grandezas das fôrças aplicadas. Nesta lei intervém mesmo, por vezes, outras variáveis 
como o tempo, o estado higrométrico, etc, 

A forma com que foi apresentada a lei de Hook não é tão simples como a forma habitual, 
mas tem a virtude de conter, como se verá na alínea seguinte, muitas afirmações gerais 
cujo conhecimento tem grande interêsse no ensino técnico. 


2) Aplicações e consequências da lei de Hook. 


a) Consideremos um corpo qualquer, por exemplo o sistema de arcos assentes sôbre 


pilares representado na fig. 2, submetido à acção duma fôrça F, aplicada no ponto Ps. 


52 


d R 


tr 4 


Fig. 2 
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Sejam, D' = Ps — P, o deslocamento dum ponto qualquer Ps e d' a projecção déste desloca- 
mento numa direcção qualquer As, por exemplo, a da vertical; o deslocamento projectado é 
então designado flecha. 

Em virtude da lei de Hook podemos escrever: 


2) d'a== am Fi. 


Donde se tira a seguinte conseqiência muito importante da lei de Hook: o deslocamento 
projectado, por exemplo a flecha, dum ponto dum sólido submetido à acção duma fôrça é propor- 
cional à grandeza desta fôrça. 

Para obtermos experimentalmente o valor do coeficiente de influência ax, basta aplicar 


ao sólido, ou a um modélo, uma fôrça F, e medirmos (com um deflectómetro) o desloca- 
mento ds; é: 
d'a 


* 


1 


da = 


A determinação por via analítica dos coeficientes de influência é, em geral, muito traba- 
lhosa porque implica o estudo da deformação do sólido; o coeficiente as calcula-se determinando 


o valor do deslocamento d', devido a uma fôrça unitária com a direcção e sentido de Fr. 


Devido à aplicação da fôrça F, o deslocamento de P, projectado sôbre uma direcção 
qualquer 44, por exemplo, sôbre a direcção da horizontal existente no plano do sólido, é também 
proporcional a Fy: 

d, == au Fi . 

b) Suponhamos agora o sólido da fig. 2 submetido, sômente, à acção duma fôrça Es 
actuante num ponto Ps, O ponto Ps passa para uma posição P'». A projecção d”a do desloca- 
mento P“s — P, do ponto Ps, é proporcional a F3: 


3) d''s == d33 Fs . 


Consideremos agora o sólido submetido simultâneamente à acção das fôrças Fi e Fs; o 
deslocamento de Pa, P''s— Ps, projectado sôbre a direcção da vertical, é dado pela expressão : 


4) da=au Fi + ass F3. 
De 2), 3) e 4) conclui-se que: 
da = dy + d”s, 


isto é, a projecção sôbre uma dada direcção, do deslocamento dum ponto dum sólido subme- 
tido à acção de duas fôrças, é igual à soma das projecções, sôbre essa mesma direcção, dos 
deslocamentos sofridos pelo ponto quando o sólido está sujeito separadamente a cada uma das 
fôrças. 

Esta conseqgiência importantíssima da lei de Howk pode generalizar-se imediatamente 
para um número qualquer de fôrças actuantes. É designada correntemente por princípio da 
sobreposição, que pode ser enunciado brevemente do seguinte modo: o deslocamento projectado 
(por exemplo flecha) é igual à soma dos deslocamentos projectados (flechas) devidos a cada uma 
das fórças. 

c) Consideremos um sólido obedecendo à lei de Hook. Quando lhe aplicamos um sistema 
de fôrças, a distância L entre dois pontos quaisquer P, e P, sofre uma variação AL, Vamos 
mostrar que AL é uma função linear e homogénea das grandezas das fôrças actuantes. 

Para isso projectemos os deslocamentos de P, e Ps; sôbre a direcção do segmento P, Ps. 
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Vem: 


fazem à lei de Hook, podemos supor: 


AL=di—da, 


donde : 


Fig. 3 AL= (au — as) Fi =|- (ais Uri ga) yr est (ain = aan) Fa ) 


como queriamos provar, 


di=auFi + ago +... + am Fa 
da=ag Fi + as Fo +... + ama. 


Visto serem muito pequenas as deformações que satis- 


Se considerarmos um segmento infinitesimal qualquer dum sólido concluímos, a partir 
deste resultado, que. a sua extensão unitária é também uma função linear e homogénea das 


grandezas das fôrças actuantes, 


tracção. 


d) Apliquemos agora a lei de Hook ao caso duma barra prismática submetida a uma 


Consideremos dois pontos A e B à distância L, medida paralelamente às geratrizes, e 


suponhamos fixa (!) a secção que passa por A, 


Em virtude da lei de Hook podemos afirmar que a projecção d de deslocamento de B na 
direcção das geratrizes é proporcional a F, quando F está compreendido entre certos limites: 


d=a Fr, 


onde a é uma constante que depende da substância e forma do corpo. 

A experiência mostra que neste caso o deslocamento de B se dá parale- 
lamente às geratrizes, isto é, d=AL, sendo AL a variação da distância L, 
e que a constante a é proporcional a L e inversamente proporcional à secção 5 
da peça: 


sendo E uma constante que depende sômente da substância da peça e que se 


chama modulo de elasticidade longitudinal ou modulo de Young. Vem: 


Pp 
E. S 
donde: 
F NT: 7 Ep R 
nas SO A q 
S L SA 


4 


Fig. 4 


Nip 


Donde se conclui que o enunciado geralmente dado da lei de Hook é um caso particular 


do que demos. 


3) Observações à lei de Hook 


Na expressão da lei de Hook: 


d;= ai K + eco + dk Ke + e. - din Pa , 


io e e—e md O e ii 


(!) Isto é, vamos considerar os deslocamentos em relação a um sistema de referência ligado a um 


elemento de área da secção transversal da peça que passa por À. 
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d; é a projecção numa certa direcção do deslocamento que sofre o ponto P;, quando se aplica 


ao corpo o sistema de fôrças E, Fa, ae Ao 
Ainda nada dissemos àcêrca da maneira como podem ser aplicadas as ibrção, isto é, 


acêrca da maneira como elas podem variar desde O até atingirem os valores finais Fo, Fa, Ps o 

Se as fôrças forem aplicadas bruscamente ao corpo, produzir-se-ão vibrações e o deslo- 
camento projectado d; será variável, Pois bem, as fôrças podem ser aplicadas de qualquer modo 
desde que o d; seja o valor da projecção do deslocamento de P; quando se atinja o estado 
de repouso. 

Há ainda outra observação a fazer. 

Quando um sistema de fôrças actua sôbre um sistema material, quer seja um sólido ou 
um fluído, a evolução do sistema é acompanhada de trocas de calor entre as diferentes partes 
do sistema e entre êste e o meio ambiente; os fenómenos supostos puramente mecânicos não 
são mais do que simplificações de fenómenos termodinâmicos, que são aqueles que de facto se 
dão na natureza. 

Assim, tal como no caso da expansão dum gás, a extensão dum fio metálico submetido 


a uma fórça F, aplicada num dos seus extremos P;, dá origem a trocas de calor 
com o meio exterior e, em geral, a temperatura do fio variará. 
Mas a variação da temperatura do fio acarreta uma variação do seu compri- 


mento e portanto o alongamento observado quando aplicamos F, isto é, o deslo- 
camento do ponto P depende das trocas de calor que se derem, 


Se a fôrça F atingir bruscamente o seu valor final, então podem desprezar-se 


as quantidades de calor trocadas entre o fio e o meio ambiente, isto é, pode supor-se % 
a extensão do fio como adiabática; tal como no caso da expansão adiabática dum 

“gás, a temperatura do fio baixará. A termodinâmica mostra que êste abaixamento de F 
temperatura é proporcional à tensão a que o fio está submetido; para uma tensão de : 
1000 kg/cm? o abaixamento de temperatura é cêrca de 0º,16 C., no caso do fio ser Pig. 5 
de aço, 


Se após a tracção adiabática o fio retomar a temperatura ambiente, éle sofrerá uma 
variação unitária de comprimento igual a o,16><1075 , tomando o coeficiente de dilatação 


linear do aço igual a 1075. O alongamento unitário do fio imediatamente após a aplicação 
de F, tomando o módulo de elasticidade igual a 2x 10º kg/cm?, é oe ros = 9/0005 - 
2X I0 


Portanto o alongamento complementar do fio devido ao restabelecimento do equilíbrio 
térmico com o ambiente é somente: 


aaocio"s it. 
0,0005 300 
do alongamento produzido pela aplicação brusca da fôrça F. - 


Vê-se portanto que mesmo neste caso limite da tracção adiabática é muito pequena a 
variação de temperatura do corpo que se deforma. Se a aplicação da fôrça não se fizer duma 
maneira suficientemente brusca haverá trocas de calor e portanto a variação de temperatura 
e o consequente alongamento complementar ainda serão menores. 

Dum modo geral, desde que se mantenha constante a temperatura ambiente, são muito 
pequenas as variações de temperatura e portanto as consequentes variações dos desloca- 
mentos d;. A boa conductibilidade térmica da maior parte dos materiais de construção e o 
regime geralmente lento de aplicação das fôrças nas construções, são causas que também con- 
correm para atenuar as variações de temperatura que tendem a produzir-se. As deformações 
elásticas que teremos ocasião de considerar podem pois ser supostas isotérmicas. 
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No caso das deformações plásticas já são muito importantes as quantidades de calor 
postas em jôgo. 

Então, com maior rigor, definiremos o deslocamento projectado d; que figura na 
expressão da lei de Hook, como sendo a projecção do deslocamento de P; na direcção 4; 
quando o sólido atingir o repouso e a temperatura ambiente, 


4) Fôrças e deslocamentos correspondentes. 


Consideremos um corpo satisfazendo à lei de Hook, em repouso sob a acção dum sistema 


de tôrças Fi, Fa, EA ERR 
Como vimos, para qualquer ponto P; do corpo e para cada direcção A; existe uma 
expressão da forma: 


6) d; = au F4 + ais Fa + a. + din a 


quer nesse ponto actue ou não uma fôrça. 
Consideremos o ponto P, no qual actua a fôrça de grandeza k,. Então a projecção do 
deslocamento de P, numa direcção A« é dada por uma expressão da forma 6). 


Tomemos a direcção A, coincidente com a de Fi, isto é, projectemos o deslocamento de 
P, sôbre a direcção da fôrça que actua nesse ponto; se designarmos esta projecção por 24, 
a lei de Hook permite escrever: 


dú= auf, +asFa+....+ amFa. 


ENP 
> ds q Semelhantemente para os pontos Ps,... Ps, temos as 
; expressões : 
do = ag F4 + ass Fa +-....+ am Fh 
On == Aal F, + an3 Fa + ... + E AR 
ç 
Fig. 6 à é chamado deslocamento correspondente a F1; à deslo- 


camento correspondente a Fy e assim sucessivamente, 


O deslocamento correspondente a uma fôrça pode ser nulo; é o que se dá, por exemplo, 
nos apoios com articulação ou com escorregamento com atrito desprezível. Suponhamos que 
em P, não actua fôrça alguma; então o deslocamento de P; projectado sôbre uma direcção 
qualquer, corresponde a uma fôrça nula. 

No, caso do sólido representado na fig. 2 se as fôrças actuantes forem verticais os des- 
locamentos correspondentes são as flechas nos pontos de aplicação dessas fôrças. 


5) Trabalho das fôrças aplicadas a um corpo. 


—a 


Suponhamos que as fôrças Fy, Fs,...F,, mantendo as direcções fixas, são aplicadas ao 
corpo lentamente, de tal modo que o possamos considerar sempre em repouso e a temperatura 
constante. Neste caso as expressões de d1, d3,... dn representam os deslocamentos correspondentes 


— e 


a Fy, Fo,... Fa, no instante em que as grandezas das fôrças atingirem os valores Fi,Fa,...Fy, 
isto é, as expressões anteriores subsistem censtantemente durante a aplicação das fórças. 
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Da expressão de d, vem: 


MM Fa F, 
— = Au + a —— +... + am 
F, Fs F, 
portanto à não é em geral proporcional a Fj. Mas suponhamos que durante a aplicação das 
F , E f 
fórças as relações di = o E são constantes, isto é, as fôrças são aplicadas simultânea- 
I 1 1 


mente mantendo-se permanentemente constantes as relações entre as suas grandezas. Então : 


À =Clte 
F, 


“tn 


Quando as fôrças se aplicam do modo indicado à é proporcional a Fi. 


O trabalho efectuado por F, é dado pela expressão : 


o hF 1 2 1 
d, Wi =| Fidi= Ecdi= q = Fê 
Fig. , [o] “o 
. O trabalho W, é dado pela área tracejada da fig. 7. 
Do mesmo modo os trabalhos Wa, ... W, efectuados por Fa, Es têm respectiva- 
mente as expressões ; 

Wo == E Es 99 
2 

Wo=—F, O 
2 


Esta expressão foi estabelecida na hipótese das fôrças serem aplicadas lentamente ao corpo 
e de tal modo que se mantenham constantes as relações das suas grandezas, 
Mas agora pergunta-se: ; qual será a expressão do trabalho se as fôrças forem aplicadas 


de qualquer modo? Por exemplo, primeiramente a fôrça És, depois Fse assim sucessivamente, 
e suponhamos ainda que são aplicadas bruscamente, 
Vamos mostrar que o trabalho efectuado pelas fôrças aplicadas é independente da maneira como 
estas atingem os seus valores finais, desde que a deformação seja isotérmica e se atinja o repouso. 
A termodinâmica ensina que numa transformação elementar dum sistema, o trabalho d z 
e a quantidade de calor d Q postas em jôgo, satisfazem à relação: 


dr+ dQ=dF, 


onde F representa a energia interna que depende sómente do estado do sistema; ensina tam- 


d o 
bém que numa transformação elementar reversível a expressão ce , onde T representa a tem- 
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peratura termodinâmica, é uma diferencial exacta duma função S do estado do sistema ; 


0 .=as: 
T 


Se a transformação fôr isotérmica, conclui-se desta expressão que dQ também é uma 
diferencial exacta duma função do estado do sistema, isto é, a quantidade de calor posta em 
jôgo numa transformação isotérmica depende sómente dos estados inicial e final. 

É: 

dr=dF-dQ=d(f—Q). 


Portanto numa transformação isotérmica reversível o trabalho depende sômente dos esta- 
dos inicial e final do sistema. 

Apliquemos êste resultado à deformação elástica dum sólido. 

Ora a lei de Hook afirma que, atingido o repouso e restabelecida a temperatura inicial 
do corpo, os deslocamentos dos diferentes pontos não dependem da maneira como as fôrças 


são aplicadas, mas sômente dos seus valores finais Fi, Fs,... F,, visto na expressão do des- 
locamento projectado d; só aparecerem Fi, Fs,...F, e os coeficientes aj, aiz,... Ain que 


dependem das direcções das fôrças aplicadas. Isto é, a cada sistema de valores Fí, Fa,... E 
corresponde um estado final, Sendo assim, como as deformações que se consideram se podem 
supor sempre isotérmicas, concluímos que, atingido o repouso, o trabalho efectuado só depende 


— 


dos valores finais, Fi Fi. En, das Ífôrças aplicadas. Portanto éste trabalho é dado pela 
expressão ; 


— (Fi da + FaóstH..+F, ôn) , 


que foi o valor determinado para um modo especial de aplicação das fôrças e supondo a defor- 
mação isotérmica, 

Designamos o trabalho das fôrças aplicadas por energia de deformação elástica que repre- 
sentamos por U: 


1 n é 
U=— 2 FF Ok » 
2 k=l1 


Se retirarmos as fôrças isotêrmicamente éste trabalho é recuperado. 

Conclusão : qualquer que seja o modo como são aplicadas as fórças, o trabalho destas fór- 
ças, que mede a energia de deformação elástica no estado final, é dado pela expressão anterior 
desde que a deformação seja isotérmica e se atinja o repouso. 


6) Relações entre os coeficientes de influência 


Suponhamos que no sólido actuam sômente duas fôrças F, e Fs, além de reacções de 
apoios. 
Os deslocamentos correspondentes à, e da têm as expressões: 


dà=auFi+assFs 


7) 
io == am Fi + as Fo, 


Vamos mostrar que: 
da = daja. 


Apliquemos ao sólido em primeiro lugar a fôrça Fi; o deslocamento correspondente à; 
tem a expressão: 
d1 == d4l F, : 
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O trabalho produzido pela fôrça F, é dado por: 


venea Oq = — . 


Apliquemos em seguida a fôrça Fa lentamente. O deslocamento à, aumentará de aja Fa, 


e àg de ass Fa. O trabalho efectuado por E é analogamente dado pela expressão : 


- I o 

= ST ad Fs . 

> du Fo 

Mas visto dj ter aumentado de ass Fa, a fórça F, realizará também, durante a aplicação 


de Fs,, um certo trabalho; como durante a aplicação de Fa, a fôórça F, se manteve constante, 
o trabalho realizado por esta Ífôrça é: 


Fi (az Fo)=asç Fi Fo. 
Portanto o trabalho total efectuado tem a expressão: 
1 PE 9 
W=—auFi + anF; + ass Fio 


Suponhamos agora que é aplicada primeiramente a fôrça Fa e depois Fi; então o traba- 
lho W realizado é dado por: 


1 ' 
Wi=— am F3+ > au Fi + auFF. 


Mas como vimos anteriormente, o trabalho não depende da maneira como são aplicadas 
as fôrças e portanto deve ser: 


Wee W., 
o que implica : 
(2 — da 
Portanto as expressões 7) podem escrever-se: 


inter + agf 
da = asa Fy + ag Fo. 


Este resultado que acabamos de obter, é consegiiência da lei de Hook e das leis da ter- 
modinâmica; pode ser enunciado do seguinte modo: se d e da são os deslocamentos corres- 
pondentes às fôrças Fi e Fa aplicadas em pontos quaisquer P, e Pa do sólido, o efeito sôbre ds 
duma fôrça unitária aplicada em Pi e com a direcção e sentido de Fá é igual ao efeito sôbre à 


-—p 
duma fórça unitária aplicada em Pa e com a direcção e sentido de Fa. 
Apliquemos éste resultado ao caso duma viga apoiada de qualquer modo nos extremos 


e submetida a uma carga concentrada F, actuante num ponto P,. 
Consideremos a flecha à num ponto Ps, + é: 
ds == AM F, : 
Apliquemos em Ps uma fôrça com a direcção do deslocamento projectado d2, isto é, 
vertical (mantendo ou não F, aplicada); a flecha em P,, devida a Fa, é: 


4 == d149 Fa . 


TECNICA 
373 


Como vimos: 
diz == ds, , 


isto é, quando aplicamos em P, uma fórça unitária vertical, a Jlecha em Ps é igual à fecha em 
Pi quando aplicamos em Pa uma fôrça unitária também vertical, Este resultado é conhecido 
por teorema de Maxwell. 

Este teorema permite resolver duma maneira simples o problema da determinação da linha 
de influência da flecha num ponto duma viga recta, À linha de influência da flecha em P,, é 
a linha elástica da viga quando ela está submetida em P, a uma carga vertical unitária; é uma 
consegilência imediata do teorema de Maxwell. Esta propriedade permite a substituição dum 
problema de carga móvel por um problema de carga fixa. 

Essa linha de influência pode determinar-se experimentalmente; basta aplicar a fôrça 


unitária F; a um modelo cuja linha elástica será a linha de influência da flecha em P,. Este 
procedimento pode generalizar-se para uma estrutura qualquer. 

Tal como anteriormente pode demonstrar-se que entre os coeficientes das expressões 
dos deslocamentos correspondentes, se verificam as relações: 


dg == dy 
dos == dgs 
dik == dki 


nn... 


Portanto nas expressões dos deslocamentos correspondentes há somente : 


Mimo À 
n + = n(0+1). 


coeficientes de influência independentes, 


7) Teorema da reciprocidade 


Éste teorema é a base do método de Beggs para o estudo das estruturas hiperestáticas, 
que adiante abordaremos, 


Sejam d1,92,...0s Os deslocamentos correspondentes às fôrças Fr, Fo, « Ea aplicadas nos 
pontos Py,Ps,... P, dum sólido qualquer obedecendo à lei de Hook; sejam 244,34,... du 


os deslocamentos correspondentes as fôórças F,F»,... F',, aplicadas nos mesmos pontos 


e com as mesmas direcções de Fi, Fs, 2, (fig. 8). 
Consideremos e expressão; 


Fri +Faõ+... + F4d. 
Pode escrever-se: 


Eri + Fada +... + Foôn=Fu(auFi+agFa +... +amP) +Fa(anFi + az Fa +... + am Fr) + 
é RR E + Fr (au Fis + an? Fa Des + am En) = (au Fi F! + ass Fa F'o + e. San Fa Fa) + 
+ as (EF Fo + F'a 4) +as(F4Fs+ FF). +... 


Consideremos agora a expressão: 


DART O RSS, io Da 


TECNICA 
374 


E" 
Visto que as fôrças F; têm a mesma direcção que as fôr- 
ças F;,, nas expressões: 
d,=auFit+asFo+.. + an 
9 = am Fy + an Fa +... fam 


. hd . * +. . “ “ * + “ - - . - 


)n=anFi4 tanga... + Am É 


” 


os coeficientes de influência ay. são os mesmos que figuram 
nas expressões dos deslocamentos correspondentes d4,J4...0n. Fig. 8 
Portanto : 


F134 + Fada +... +Fid=Fi(auFi+agFs +... + am FA) + Fa(an F4 4 ana +... + asd) + 
4 Fu(auFi + ans Fa +... + an Fo) = (an FiF4 + am FaF4 +... + am Fo Fo) + 


+ as (FiF!o 4 Fi Fo) + as(Frrs + FF) +... 
Logo: 
F,ó4 + Fada +... +Fodn=F4d + Fada +... + Pd. 


— O -— —s 
Podemos portanto afirmar que: as fórças Fr, Fs,...,Fw actuando através dos desloca- 


mentos correspondentes produzidos pelas fórças AP à 9, 0,1, efectuam o mesmo trabalho que as 
fórças do segundo sistema actuando através dos deslocamentos correspondentes produzidos pelo 
primeiro. 

E este o teorema da reciprocidade que foi estabelecido por Maxwell, Betti e Rayleigh. 

Aplicação. 

Consideremos um arco articulado nas nascenças e submetido à acção duma fôrça vertical 
F actuante num ponto P. Seja à a flecha em P produzida por F, eHa componente horizontal 
(impulsão) das reacções dos apoios, 

Pergunta-se: qual o valor de H, sabendo que se um 
dos apoios sofre um deslocamento horizontal (assentamento) 
bd! 


d', a flecha em P passa de à para 9? 
Recorramos ao teorema da reciprocidade, 


—p =. 
Primeiro sistema de fôrças actuantes > F, H 


e 
Deslocamentos correspondentes + 0, 0 


Segundo sistema de fórças actuantes — F, H' 


Fig. 9 
Deslocamentos correspondentes -> 9",—))', 
o valor da impulsão após o assentamento, H', é desconhecido, 
Vem: | 
Fr H.=F.5 +H'.0 
donde: | 
E im 
H> F (9! — 3) | 
8! 


8) Conseqiuência da lei de Hook. Generalização do teorema da reciprocidade. 


Consideremos um sólido, obedecendo à lei de Hook, submetido a um sistema de fôrças 
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Fr, Fe Fs. Suponhamos que duas das fôrças, por exemplo F; e Fs, constituem um binário 
e suponhamos ainda que estas duas Íôrças são perpendiculares ao segmento P; Ps que une os 
seus pontos de aplicação (fig. 10). - 

Visto serem muito pequenas as deformações satisfazendo à lei de Hook, podemos 


supor as Íórças F, e F: constantemente perpendiculares a P, P; durante a deformação. Devido 
à aplicação do binário e da fórça F;, os pontos P, e P, sofrem deslocamentos P4 — P, e Pa — Pa; 


sejam dj e da os deslocamentos correspondentes a F, e Fa. 
Quando os pontos P; e P» se deslocam o segmento P, Ps sofre, além duma variação de 
comprimento, uma rotação. Consideremos a projecção do segmento P4P's no plano que 


passa pelos pontos P, e Ps e é paralelo às fórças Fe Fo. O ângulo 1 formado por esta 
projecção com o segmento P, P, chama-se deslocamento angular correspondente ao binário 


constituído pelas fórças F, e Fs. No caso bastante corrente dos deslocamentos P,— P, 


e Ps, — Ps existirem no plano das fôrças F, e Pa: o deslocamento 9 correspondente ao binário 
é o ângulo formado pelos segmentos P,Ps e P,Ps. 

Seja 9” o ângulo formado pelo segmento P,P> com o que une os extremos dos 
deslocamentos correspondentes à, e 3» (fig. 11). Visto os deslocamentos serem muito pequenos, 
podemos supor: 


6 =—0' 
Portanto: 
f os 24 E. da 
2 
onde: 
L=PP. 


Os deslocamentos correspondentes às fôrças actuantes 


Fr, Fa e F; são dados pelas expressões: 


àj==auFy- asso + ass 
Fig. 10 da == am Fy + aos Fa + ass F3 
ds==agi Fi + asa Fa + ag) F3 


Designemos por F a grandeza comum das fôrças F, e Fa. Vem: 


d= (an + as)F + ag F3 
da==(am | as)F tas; s 
à3 == (agi + asa) F +4- ass F; 


Portanto : 


a + aj + as t+ as, | ag + asa 
jo ME + Ai + A Ae | dO da 


L L 
Se designarmos por M a grandeza do momento 
do binário, é: Fig. 11 
M==FL, 
Logo: 
o — + as + am + ag ais + ag 
) ESTO DRT M + o Es 
8) 
dg = dg + As? yy + ass F3. 
L 
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Fazendo: 


au + ais + day + ago ais + dog 
à Ps ao, ——— o b ' 
L? I, 
dal E adaga doses é acid 
vem : 
(0 =aM+ bF; 
9) : 
da = cM + dFs. 


Isto é, as expressões de 9 e à, deslocamentos correspondentes ao binário de mo- 
mento M e à fôrça Fs, são funções lineares e homogéneas de M e F3. As igualdades 9) exprimem 
portanto uma generalização da lei de Hook, 

a é a rotação do segmento P, Ps produzida por um binário de momento unitário consti- 
tuído por fôrças com a direcção, sentidos e pontos de aplicação de Fi; e Fa, 

b é a rotação do segmento P, Ps produzida por uma fôrça unitária com a direcção, sen- 
tido e ponto de aplicação de F5., 

c é o deslocamento correspondente a F; provocado pelo binário de momento unitário. 

d tem o significado de ass. 

Vimos que: 

dig == àgj € dog = à32 


| 


portanto ; 
b=c 


Esta igualdade traduz uma generalização da propriedade de simetria dos coeficientes das 
expressões dos deslocamentos correspondentes. Podemos portanto afirmar que: a rotação corres- 
pondente ao binário de momento M, produzida por uma fôrça unitária com a direcção, sentido e 


ponto de aplicação de F;, é igual ao deslocamento correspondente a F3 produzido por um binário 
com momento unitário constituído por fórças com a direcção, sentidos e pontos de aplicação 


de Fe Fã. 


Fig. 12 


Apliquemos esta conclusão ao sólido da fig. 12 constituido por dois arcos assentes sôbre 
um pilar. Quando aplicamos um binário com momento de grandeza M=FL=1, o desloca- 


mento correspondente a F; que se observa, é igual à rotação, medida em radianos, do segmento 


P, Ps produzida por uma fôrça vertical unitária aplicada em Ps. 


TECNICA 
377 


a 


As expressões 9) podem generalizar-se fâcilmente para um número qualquer de binários 
e fôrças actuantes. Isto é, nas expressões: 
dà=auFizaska+..+amx Fi... 
da=as Fy + as Fat... tas Fr... 


Fe ê, Frei. tanto podem representar fôrças e deslocamentos correspondentes, 
como momentos de binários e deslocamentos angulares correspondentes. Subsiste a simetria 
dos coeficientes: ap= Api- 

O teorema da reciprocidade que, como vimos, é uma consequência da forma linear e 
homogénea das expressões dos deslocamentos correspondentes e da simetria dos coeficientes, 


subsistirá no caso de alguns ou todos os F; e à; designarem momentos de binários e rotações 
correspondentes. 


Assim, suponhamos um corpo submetido a uma fôrça F e a um binário de momento 
M; sejam à e 0% os deslocamentos correspondentes. Apliquemos ao mesmo corpo uma 


fôrça F' com a direcção e ponto de aplicação de F, e um binário de momento M' cons- 
tituído por Ífôrtas com a mesma direcção e pontos de aplicação das fôrças que constituíam o 


binário de momento M;, sejam 9” e 9% os deslocamentos correspondentes. Verifica-se a 


relação : 
Fo + Mo =F'5+4 M', 
que utilizaremos adiante, 


9) Expressão da energia de deformação elástica em função das grandezas das fôrças 
aplicadas. 


Como vimos, suposta a deformação isotérmica, a energia de deformação elástica é dada por: 
1 é : A 
U = a (Frd +Fs d+... - Fa On). 


Esta expressão subsiste mesmo no caso de F, e à designarem o momento dum binário 
e o deslocamento angular correspondente, pois que a expressão do trabalho elementar de 


k; continuará a ser F, d3,. 


Substituamos na expressão de U os deslocamentos correspondentes pelos seus valo- 
res; vem: 


1 ; 
Nai ias F (au Fi + ais Fa + s.. + am Fa) + Fa (as Fi + ass Fa + ... + am Fa) + 


o Fa (ant Fi A asa Fa + o. + dm Fa) 
donde: 
U== (auFi+ az Fo +... + am Fa) + (a Fi Fa + as FiF3 + ...+amFi Fa + 
E Epa Ud), 


Portanto a expressão da energia de deformação elástica, em função das grandezas das 
fôrças aplicadas, é: 


1 
IO) U= 2a; Pie db , 
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onde F,, F« e F, tanto podem representar grandezas de fôrças como de momentos de binários. 


n(n—1) 
2 


Há mn termos no primeiro somatório e no segundo. 


10) Primeiro teorema de Castigliano 


Sejam Fy,Fs,...F, as grandezas das fôrças actuantes, segundo direcções determina- 
das, num sólido impossibilitado de movimento de conjunto. Suponhamos que F, sofre uma 


variação elementar dF,, mantendo-se constantes as outras Ífôrças Fs,....F, . Em geral todos os 
deslocamentos sofrerão uma variação. 


Vejamos como varia a energia de deformação elástica U, 
Da expressão 10) resulta: | 


oU 


= an EF Ped sa ES 
2F, aut, + ata + + aí 


Mas o segundo membro desta expressão é o desloca- 


—> 
mento à, correspondente a F,. Portanto: 


.. DU... - 
kig. 13 aF 4 


Do mesmo modo poderíamos mostrar que: 


dU ; 
= ZE 

o Fs 

oU » 

——— == On 

dF, 


Estas igualdades exprimem o primeiro teorema de Castigliano que pode ser enunciado 


do seguinte modo: o deslocamento %; correspondente a uma fôrça F é igual à derivada parcial . 
em relação a F;, da energia de deformação elástica expressa nas grandezas das fórças actuantes. 

Este enunciado subsiste quando F, e à designam a grandeza do momento dum binário 
e o deslocamento angular correspondente. 

Façamos uma observação. 

Visto ser: 


1 ” do R 
= (Fi + Foda + +FS), 


poderá julgar-se que: 


Mas esta derivação não está feita correctamente, pois que d% , d2,...dn são funções 
de Fu. E: 


0U 1 


alho 
— 5] F 
2F, ="[u+F Lie 


Fs —— c+F, 
FT GE ; od Fi 


7 2a 7 | 
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e das expressões de d, 02, -.. à concluímos que : 


an 
od F4 
O da 
— a 
o Fa e 
Portanto :' AR ) 
EU - [+ au Fi + aus Fa +... + am F, | : 
dF 2 
donde: 

d Us 
E e 


O primeiro teorema de Castigliano presta-se à determinação dos deslocamentos sofridos 
pelos pontos dos sólidos para os quais se conhece a expressão de U em função das grandezas 
das fôrças actuantes. Em geral, dado um sólido qualquer, não se conhece esta expressão, que 
contudo se sabe determinar para alguns casos particulares muito importantes na técnica. 


11) Aplicações do primeiro teorema de Castigliano 


Vamos em primeiro lugar aplicá-lo à determinação dos deslocamentos dos nós de sistemas 
triangulados isostáticos. 

Para resolvermos estes problemas temos necessidade de conhecer a expressão da energia 
de deformação elástica, U, duma peça prismática submetida a uma tracção ou compressão. 

Ei 


PPS, 
2 


onde F e à representam a grandeza da fôrça aplicada e a deformação que a peça sofre. Vimos 
que: 


fas EL 
“ES 
portanto 
FEL 
U= 
11) 2ES 


Notemos que esta expressão é aproximada pois que o valor dado a 3 só é legítimo 
quando se refere a uma porção da peça prismática suficientemente afastada dos pontos de 
aplicação das fôrças. No entanto a aproximação da expressão que obtivemos para U é em geral 
suficiente para a resolução dos problemas correntes. 


a) Consideremos o sistema triangulado, plano, articulado, representado na figura 14, 


fixado por meio de articulações em A e B, e submetido à fôrça F.. 

Vamos calcular a flecha no ponto de aplicação, P,, desta fôrça. 

Estamos em presença dum sólido impossibilitado de movimento de conjunto, É-lhe 
aplicável a lei de Hook e as suas consequências, uma das quais é o teorema de Castigliano. 
ve determinarmos a expressão dá energia de deformação elástica U, em função de F,, a flecha 
9U 
dr 
A estática permite determinar as tensões nas barras do sistema, 


procurada é dada pela expressão: 4 
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Na corda superior as tensões são, da esquerda para a direita: 


b Fo quRr: a EA 
16 Ta ATSRS A 
nas barras inclinadas são, da esquerda para a direita: 
EPE RR é IES QU MPR E A SO 
V3 ) V 3: V 3. V 3. V3' V 3. , 


na corda inferior são da esquerda para a direita: 


Fig. 14 


Conhecidas as tensões nas barras do sistema, a expressão 11) permite calcular a energia 
de deformação elástica em cada barra e portanto a energia de deformação elástica total. 
A energia de deformação elástica das barras da corda superior, é: 


ga E? 8a F2, 2a Fº? 
ES.“ LES 3 ES. 
A energia de deformação elástica das barras inclinadas é, para cada uma: 
2a Ely 
25 
Para as barras da corda inferior: 
25 ad E? $:) a F?, & a F?, 
GEES masa 6 ES 
A energia total é igual à soma das energias calculadas : 
— 97 aF% 
6 ES 
Portanto a flecha em P, é: 
RE sd 
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Se o deslocamento de P, se desse segundo a vertical, então seria: 


0 == 0, cos 5, 


sendo 9 o ângulo formado pela direcção A' com a da vertical. Mas devido à aplicação de Fi, 
P, desloca-se para uma posição qualquer P,' e portanto não podemos conhecer 0” em função 
de de 9. Vejamos então como se determina 9'. Para isso façamos em primeiro lugar uma 
observação. 


Fig. 15 


— —s 


Vimos que para um corpo actuado por um sistema de fôrças Fo, Fa, « Fa, à lei de Hook 
afirma que: 

di=anFi+asFa+... + am En 

da= as Fi+ as Fa +... dam Fa 


MM CT e a o. 0 ane..." 


On == à nl F: + An? Fa sas + à gn Fo. 


Ora estas expressões subsistem mesmo no caso de dois dos pontos, por exemplo Pe P., 
coincidirem (fig. 16); então dy e ds são as projecções do deslocamento dum mesmo ponto sôbre 
duas direcções A, e ds. Se projectarmos o deslocamento dêste ponto nas direcções de 


F, e F, obtemos os deslocamentos correspondentes a F, e Fa; portanto, para um ponto onde 
actuam duas fôrças, há dois deslocamentos correspondentes, Para estas fôrças e deslocamentos 
verificar-se-ão tôdas as propriedades que estabelecemos, em especial o primeiro teorema 
de Castigliano, 

Feita esta observação voltemos ao problema da determi- 
nação da projecção 9! do deslocamento de P, na direcção 4º. 


Suponhamos aplicada em P, outra fórça, F', com a 
direcção de 4'. Então, tal como anteriormente, podemos de- 


terminar a tensão, numa barra qualquer, provocada por F, 
Cada barra ficará submetida a uma tensão T;, dada 
pela expressão : 
Ti= Ch Fi + Ch F', 


onde Cj e C; são constantes, positivas ou negativas. A ex- 
pressão da energia de deformação elástica é: 
9 L; (Cs; F, + C, F'p? 


Ee , 


|= 1 2E;S; 


Fig. 16 


U = 


onde m designa o número de barras do sistema, 


. “4 . ) U “ * 
Para determinarmos j' basta calcular a derivada o no ponto E” = 0, visto querermos 
J 
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E ——— o ao — e e — . c—es uma é e 


conhecer d' quando actua sómente H,: 


m : GF 
= (a) , donde: A z Li; CF Ci 
OF! /p= | == 1 E, Si 


Não se deve estranhar que tivéssemos calculado a expressão de U em função de F' para 
depois fazermos F' =U; basta notar que fizemos F'=U, na derivada da função U e não na pró- 
pria função. 

Suponhamos agora que desejamos determinar a projecção sôbre uma direcção 4, do des- 


locamento dum nó no qual não actua fôrça alguma, Basta considerar, além das fôrças Fi, Fato Fa 


uma fôórça F com a direcção de 4, determinar a expressão da energia U, e calcular a derivada; 


“0U 
| o F Es 


onde U representa a energia devida a tôdas as fôrças actuantes, 


b) Dum modo geral, dado um sistema triangulado, articulado, plano ou no espaço, subme- 


tido a fôrças Fi, Fa, ... Fa actuantes nos nós, a tensão T; numa barra qualquer, é, em virtude da 
lei de Hook, da forma: 


Ti= Cj Fy + Cu Fs +... + Cu Fk +. + Ca Fa; 


onde Cj. representa o coeficiente de influência da fórça F; na tensão da barra de ordem i; 
Ci é a tensão nesta barra devida a uma Íôrça com o ponto de aplicação, direcção e sentido de 


e e de grandeza unitária, Fe=I. 
Os valores dos coeficientes C;. tanto podem ser determinados analiticamente, tal como no 
exemplo da alínea a), como por qualquer dos processos gráficos correntemente adoptados, 
A expressão da energia de deformação elástica do sistema é: 


Gorro 


dial ] 
Eos PEA 
sendo m o número de barras do sistema, : 


O deslocamento correspondente a uma fôrça F, é dado por: 


ps ae E — z da di Cas O 
d Fi e po; 
visto que : 
7 T, 
——— == Cik e 
0 Fx 
A expressão de à, pode ainda escrever-se: 
12) ' à da Ko ? RE a a 7 
= 3 =>"E (Ci Pd CaFit co + Ca Fo: 


| = E; Si 
No caso de se pretender determinar a projecção 9' do deslocamento, sôbre uma direcção A 
segundo a qual não actua uma fôrça, basta juntar ao sistema das fôrças actuantes Fy, E A Fo 
uma fôrça F dirigida segundo A'; a tensão numa barra é dada por: 
Ti= Cy FP +CaFa +... + Cn Fa + CF. 


te(s ES RAE 
E ia ' 
No F' AF'o po adedpa e: m MATE KA Eta sed) 


Visto: 
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3 de LC 


ans, - 
[=1 E, 5; 


vem, 


(Ci F; + Cia Fo e ai + Ria Ea) . 


Apliquemos estes resultados para resolver o seguinte problema: calcular os desloca- 
mentos que sofrem os pontos P; e As do sistema triangulado articulado representado na fig. 17 


quando o submetemos à acção do sistema de fôrças Fy, Fa, Fa, F; e F;, de grandezas 
iguais a 30.000 kg. O sistema 
é homogéneo, E; =-E, de aço, 
E =2x 10º kg'cm?, 

Vamos em primeiro lugar 
calcular o deslocamento, 03, do 
ponto P;. É dado por: 


Para-o cálculo desta expressão convém organizar o seguinte quadro (!): 


Comprimentos Secções Tensões - Coeficientes Fapretaões 

Barras | 14 Ti ts 
L; (cm) Si (em?) | Ti (kg) | Ci3 NET TSE 
| | E : 
Bo Ei | 790 322,5 “+- 95.500 + 0,6375 + 149.000 
P, Ps 790 | 922,5 + 240.000 | + 2 + 1.176.000 
Ps» P; 790 322,5 + 937.500 | + 3,75 + 3.100.000 
Ao Po 1000 322,5 | + 75.000 + 0,5 -+ 116.200 
A, P, 618 | 258 -+ 102.000 | “+ 0,682 + 166.400 
As Ps 395 | 193,5 + 68.200 | + 0,7 | + | 97.400 
Às P; 316 64,5” e 15.000 * + 0,5 E Ka 36.800 * g 
Po Ay 1000 322,5 | —r21600 | — 0,81 + 905.600 
P, As 881 | 258 — 161.600 — 1,525 | + 842.000 
| | | | 
Pa A, | 851 193,5 — 109800 | — 1,88 + 908.000 
| | | 
rea — e msg SUE SR = | 
As As 877 | 645 | o | o o 
A, Às | 820 | 580 Rs: 99.500 | — 0,661 | + | 93.000 
As cs o! 794 515 | — 241.900 — 0,2015 ' + | 74.800 
| - - 


+ 7.065.200 


Em virtude do sistema triangulado ser simétrico e estar simêtricamente carregado, só 


————— e e e 


(!) Os valores de Ti; e Ciy foram obtidos graficamente. 
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considerámos as barras de metade do sistema, e como os valores marcados com asterisco (rela- 
tivos à barra média As Ps) são iguais a metade dos valores reais, vem: 


Portanto: 


2 
i S; 


L, T C, id 


= OSS TO". 


: 2 7,07 << I0º 
do RS ai 


2 >< 10º 


03 =* 7,07 em, 


Para o cálculo do deslocamento, ds, do ponto As procede-se do mesmo modo. E: 


Comprimentos 
Barras 
Li; (cem) 
Po Fi 790 
P, Ps, 790 
a 799 
E 
Ao Po 1000 
A, P | 618 
As Pa | 395 
As P; 316 
Po Pav! 1000 
P, As 881 
P As? 851 
| 
Ar Ay | 877 
A, Às 820 
As As 794 
Portanto : 


1 4 L; T; Ci 
d=— 2 
cn 
ad | Expressões 
Secções Tensões Coeficientes 
> - Li Ti Cio 
Si (em?) Ti (kg) Ci6 CARS 
322,5 EM 95.500 + 0,617 + 144.400 
322,5 ER + 240.000 + 1,533 + 902.000 
322,5 | -+- 337.500 12,165 | -+ 1.788.000 
| 
e a ge —— | —— 
322,5 | -1 75.000 + 0,483 | + 12.400 
258 "+ 102.000 + 0,458 | “+ 112.000 
193,5 + 68.200 + 0,259 +. 95.200 
64,5" + 15.000* 65 o 
922,5 — 121.600 | — 0,785 | + 296.000 
256 — 161.600 — 1,025 | + 565.200 
193,5 — 109.800 — 0,68 | + 328.400 
ER As) UR Ae SOR E O AN ESA 
645 | o = III o 
eu | 
580 | — 99.500 — 1,678 + 294.200 
515 | — 241.300 — 155 + 948.000 
+ 5.465.800 
sAT ax 547 x 10º, 
Becas 2x 5,47 se 10º 
AS ax 10º 
do = 5,47 em. 
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É este o valor do deslocamento sofrido pelo apoio móvel. 


c) Vamos agora aplicar o primeiro teorema de Castigliano a um sistema triangulado a 
três dimensões. 

Abordemos em primeiro lugar algumas generalidades. 

Consideremos um sistema triangulado a três dimensões, articulado, por exemplo o 
representado na fig. 18. 

A tensão numa barra terá a direcção da recta que une os nós ligados pela barra, visto o 
sistema articulado ser suposto em repouso, 


Seja em geral, F, (X;, Y;, Zi) a resultante das fórças exteriores actuantes no nó 
P, (x;, Yi, 2) € designemos por Ti (Xy, Yj, Zi) a tensão na barra que une os nós Ss Pr 
Cada nó há-de estar em equilíbrio sob a acção das fôrças exteriores, que supomos 
aplicadas sômente nos nós, e das tórças exercidas pelas barras do sistema que concorrem 
nesse nó, Portanto para cada nó P, temos a equação 

vectorial: 


F; + T; + Ta +...=0 ; 
a que correspondem as três equações cartezianas : 


Ki + Xj+ Xu +...=0 
13) 11 + E a + =0 
Z; + Zi + Zi a AP =). 


O número total das equações fornecidas pelas 
condições de equilíbrio dos mn nós do sistema é 3n. 

Mas notemos que as fôrças exteriores hão-de 
constituir um sistema em equilíbrio, isto é, equivalente 
a zero, visto a estrutura estar em repouso; portanto 
entre as fôrças exteriores haverá as duas relações vectoriais: 


ZF,=0 
| 


ZFA(O-—P)=0 , 
] 


onde O representa o ponto em relação ao qual se tomam os momentos; a estas equações cor- 
respondem 2x 3 = 6 equações cartezianas, Portanto das 3n equações só 3n — 6 são independentes, 

Designemos por é o número de barras do sistema triangulado. Se fôr b=3n—6 
o número de incógnitas (tensões nas barras) iguala o número de equações independentes e o 
sistema triangulado é em geral isostático. 

Se fôr b>=3n—6 , o sistema é hiperestático; não bastam as condições de equilíbrio 
para determinar as tensões, havendo necessidade de considerar as deformações do sistema, 
como veremos. 

Finalmente se fôr b<gn — 6, o sistema tem peças que se podem deslocar sem que 
o sistema se deforme elâsticamente. 

O número: 

N=b—-(gn—-60)=b—g3n+6, 


chama-se grau de indeterminação do sistema hiperestático. N é o número de equações de 
deformação que é necessário juntar às de equilíbrio, para ser possível a determinação das 
tensões nas barras do sistema. - 
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Anâálogamente, para que um sistema triangulado plano seja isostático é necessário que 
b=-=2n —3, visto termos para cada nó duas condições de equilíbrio e serem três as equações 
fornecidas pelas condições de equilíbrio das Ífôrças exteriores. 

Se b=2n—3, o sistema é hiperestático, sendo N=b—2n +3 o grau de indeter- 
minação. 

Nos sistemas triangulados à três dimensões a determinação das tensões nas barras faz-se 
sempre por métodos analíticos. 

Nas equações de equilibrio 13) convém efectuar algumas transformações. 

Kk: 

Xy = “Rã Ti, Yi cais Ti e => Ea Ti, 


onde T,; é positivo quando a barra está submetida a uma compressão, e: 
Li=PP=V(6—m!+(y—y)'+ (4—2)!. 
Portanto as equações 13) tomam a forma: 


Xi — X; 


Xi + Ti; + CER Ta + ...=0 


li ik 


VER o dso 1 o E 2 AS À RS, 
+ E + a k + 


Conhecidas tôdas as fôórças exteriores incluindo as reacções dos apoios, as incógnitas são 


somente as tensões T; : é PA p 
Expostas estas generalidades àcêrca dos sistemas triangulados a três dimensões, vamos 


resolver o seguinte problema: determinar o deslocamento, à, na direcção de F,, do ponto P, do 
guindaste representado na fig. 18. Os pontos Ps, P, e P; existem sôbre uma circunferência e o 
plano dos yz é um plano de simetria do sistema. O cabo por intermédio do qual o guindaste 


exerce a fôrça Fi passa por uma roldana de dimensões desprezíveis, situada em P,, e pelo cen- 
tro O da base do guindaste; a direcção do cabo encontra o plano xoy no ponto B de coordena- 
das: xp= I0M € Vp=7,5M. 

Supomos que: 


PP=sm, 

OP, =sm, 

OA=AP,=rIom, 
F, = 1000 kg, 


E =2 >< 10º kg/cm?, 


e que tôdas as barras têm a secção, S, igual a 5 cm?. 
De 12) conclui-se que o deslocamento à, é dado pela expressão: 


a 1 
WU = ES 2 L; T; Cut . 


Temos portanto de calcular os comprimentos e as tensões das barras, e os coeficientes Cr. 
Para calcularmos as tensões nas barras estabelecemos as condições de equilibrio dos nós 
P,; e P; nos quais concorrem tôdas as barras do sistema. 
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No nó P, actuam duas fórças exteriores, exercidas pelos dois ramos do cabo que passa 


pela roldana, F, (Xi, Y4, Zi) € FP, (X'1, Y4, Z':), de grandezas iguais a Fy, e com as direcções 
de P;Be PO, As condições de equilíbrio de P, fornecem as equações: 


— a 4 — Ea Xj — X5 
X x! "1 pop: emma | 9 = 0) 
1 + va pes To 2 + Ee 13 + E | 


14) Rd E de VT, ia Ta ore O 
Lis (5 


7 RR ár a A oi E ATE Rd o PAS ui a AP 
Lis 


Lis Lis 


As coordenadas dos nós do sistema e os comprimentos das barras, expressos em 
metros, são: 


P, (O, 10; 10) Lig = 1,2 

Pa (0, 0; 5) Liz = Lys = 14,35 
'P(—2,5, 0,0) Los = Ly = Lys = 5,6 
Ps (0; — 2,5; 0) 

P; (2,5, 0, 0) 


As componentes das fôrças exteriores F,; e F'4 são: 


Í Xp-— X IO — 
X DO agi Ss Wi EO 
| > fo | 14,35 ] I Cor, ] 
Y da ga ge ge sm F v! ar À, F' = Te 3000 
PDi= 1435 o EMO 
pes Sao É A ca Pi TB or os E 1000 
PR TAC ER o COTAS 


Nas expressões de Xi, Yi e Z, não substituímos F, pelo seu valor porque queremos 


determinar a energia U em função de Fr. 
Substituindo em 14) as letras pelos seus valores e efectuando operações, vem: 


Ty— To =—4 Fi 
512 Tua +4 Ti +4 Tis = 4060 + Fi 
0,64 Ti + Ti + Tis= 1015 +Fr. 


Resolvido êste sistema, obtém-se a solução: 


Tpo=— 1,19 K; 
Tg=— 1,125F, + 507,5 
Ts =2,875F4 + 507,5 . 
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CT e TT 


Do mesmo modo se estabeleceriam as equações de equilibrio do nó Ps no qual concorre 
a barra P, Ps cuja tensão Ts já determinámos. Obtém-se o sistema: 


| Tsg— Ta;=0 
| Tu = —2,335 Fi 


| Ta + Ty + To=—o,585 Fi, 
que resolvido fornece: 


[| Ty = Tas = 0,875 Fi 
| To=—2,335Fi 


Para calcularmos à convém organizar o seguinte quadro: 
: | FE 
Barras | Comprimentos | - Tensões | Coeficientes | Produtos 
Pi; P; | Li tem) | Tilkg) | Ci Lig Li Cit 
| | | RE 
Py Ps II20 | — TI7O — 1,17 | 1,53 >< I0º 
P, P; 1435 — 617,5 — 1,125 0,996 
Ps Ps; 1435 3382 2,875 13,96 
Ps P; | 560 875 0,875 0,429 
Pa Ps | 560 | — 2335 — 2,335 | 304 
Pa Ps; 560 375 | 0,975 | 0,429 
| 


L; T; Cn == 20,38 >< 10º kg cm. 
portanto: 


A 20,38 < 10º 
= = E Ca e 


o = Os Cm 
me LOU 


dy No estudo da deformação dum sistema 
triangulado, é por vezes necessário conhecer a 
variação da distância entre dois nós P' e P” do 
sistema. 

Êste problema pode ser resolvido com 
o auxílio do primeiro teorema de Castigliano. 


Fig. 19 


Apliquemos em P' e P” duas fórças Fe F” com a direcção de P' P” e de sentidos 
contrários. A variação, à, da distância entre os dois nós P' e P', é dada pela expressão: 


to OUR 
a E F' te J ad P=proo 


, 


| 


em virtude dos deslocamentos serem pequenos. 
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Ds (Pi, Fo, os Par), 
Façamos F'=F”; U passa a ser função sômente de F;,Fa,...Fy e F': 
U =p (Fr, Pa,..o For). 


RD EE da A 


OF! Fo dF' 


"do o fº df 
Fc USA fra a fe 
d Ft) E=9 od E F'=F =) o FE! E'=F=0 


Isto é, para determinarmos 2, basta aplicar em P' e P” duas fôrças dirigidas segundo 
P' P”, com sentidos contrários e com a mesma grandeza k”, determinar a expressão da energia 
U em função de F' e das grandezas das restantes fôrças, e calcular: 


(º u , donde: Ó == 3 bi e Ea SE) ; 
o E! E | ==] E, S; od F' F'=9 


Este problema foi resolvido pela primeira vez por Maxwell, 


Portanto: 


e) Até agora temos aplicado o primeiro teorema de Castigliano a sistemas constituídos 
por peças submetidas sómente a uma tracção ou compressão. Mas, dum modo geral, êste teorema 
presta-se à determinação dos deslocamentos lineares e angulares desde que saibamos deter- 
minar a expressão da energia de deformação elástica em função das grandezas das fôrças e dos 
momentos dos binários actuantes. 


wu 


Fig. 20 


Assim resolvamos o seguinte problema: dada a viga de secção constante representada 
na fig. 20 calcular a flecha em P; e a rotação da secção que passa por éste ponto. 

Se designarmos por M o momento flector numa secção da viga de abcissa x contada, 
por exemplo, a partir de P,, a energia de deformação elástica é dada aproximadamente, como 
veremós na alínea 12), por: 
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onde É representa o módulo de elasticidade da substância da viga e | o momento de inércia da 
secção em relação a um eixo que passa pelo centro de gravidade e é perpendicular ao plano 
da flexão. 


Para calcularmos a flecha à; no ponto P;, temos de aplicar, como dissémos, uma fórça 


auxiliar vertical Fy. É: 


wns Pas 


ho 
1 p 


LekLs 


a M Fiz. 21 
“ | Jd “os 
tu EI) (Mp), cite 


O momento flector M é uma função de x que não pode ser representada pela mesma 
expressão analítica em todo o intervalo de integração: 


e RPE po RR La Ls x no intervalo a da 
Ms L=8 di La L 


| 
e pily RSA fg 


N 


Dr = X —» no intervalo [a Li) 
4) L: | 2 


| — Fo (Le + Loe— x) — = - no intervalo (Ly, Lj + Ls.) 


E ) 
À derivada oM tem o valor: 
( 3 
9 M ese as -—» no intervalo (O, Li) 


— (Li--Lo—x) — no intervalo (Ly, Ly + Lo). 


Portanto : 


L, 

“s L; 

x 1 "/3 px — Lo Ee p Li, / LN] — Ls 

dg = — E Li x—*— xdx Ly x — Xx— — xd 

q ET pior Sa RS +flgpts AA )| natos É: 
o L 


“+ 
- 


donde: 
s 7 pLila. 


09, = e asia 


384 E 1 
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O sinal menos indica que o deslocamento de P; se dá de baixo para cima (sentido con- 
trário ao de E). 


Para calcularmos a rotação « da secção que passa por Ps, temos de aplicar nesta secção 
um binário auxiliar. Seja My a grandeza do seu momento. 


Es 
à JS 
pe (o M, / M;=' 
donde : 
Lit la 
= |] (M e) dx. á Ps 
El Co 0M3/m,-o O ACRE “5 19 AT e 
Fig. 22 
O momento flector tem a expressão: 
[3 p L; eo Eca X --» no intervalo (O, =) 
8 2 L, 2. 
| —— RêS 1 / A / 
M = 3 p Ly x ph lei 51 BETA x -—» no intervalo | Ls Le) 

o) 2 4 Ls | 2 

— M; — > no intervalo (Ly, Ly + Lo, 
A derivada ia tem o valor: 

f 3 
oM | — e -—» no intervalo (O, Li) 
mm | 
J Ma | ; 
— 1 -» no intervalo (Lj, Ly + Ls). 
Portanto: 
Ls 
1 3 3 L, L 
E RD A To as pa ade |3 PER art (O RR e MA VR . 
reatar Tao ey ei: + [gpa a fo ) ar qEA 
o) L, 


O sinal menos indica que a rotação se dá em sentido contrário ao indicado na figura 22. 


(Continua no próximo número) 
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O tabuleiro das pontes tipo «Bow-string» 


de betão armado 


por EDGAR CARDOSO 


Engenheiro Adjunto da Divisão de Pontes da J. À. E 


Extracto dum trabalho subsidiado pelo Instituto para a Alta Cultura 


1 — Generalidades 


Um dos elementos constitutivos mais impor- 
tantes das pontes é, sem dúvida, o tabuleiro, 
particularmente quando êste é a parte inferior 
da superestrutura. 

Na. realidade, quando as condições do pro- 
blema a resolver obrigam a empregar um tipo 
de ponte de tabuleiro inferior, é porque não 
convém, técnica ou econômicamente, subir a 
razante de forma a poder aplicar-se qualquer 
outro tipo de construção que dê passagem às 
águas das cheias ou às embarcações, quando 
da travessia de rios, ou que permita a passa: 
gem inferior dos camiões ou combóios quando 
se trate de obras de arte sôbre vias de comu- 
nicação, etc, etc. Somos então obrigados a 
reduzir o mais possível a altura perdida entre 
a parte mais baixa do tabuleiro e o nível da 
razante; e dizemos perdida porque reduz a 
vazão ou «gabarit» inferior e eleva as estradas 
de acesso, perdendo-se material e gastando-se 
inútilmente energia quando é necessário subir 
para depois descer o que frequentemente acon- 
tece, nessas pontes. 

Ora, nas pontes de estrada, quando de tabu- 
leiro inferior, só existem, geralmente, dois 
elementos principais — vigas ou arcos — que 
suportam o tabuleiro. Entre êsses elementos 
corre a faixa de rolagem e os passeios, ou a 
faixa de rolagem e as vigas de protecção dos 
elementos principais, se os passeios se inse- 
rem em consola. Em qualquer dos casos, o 


afastamento das vigas principais é da ordem 
dos 7 a Io metros para as nossas estradas 
nacionais, o que parece ser impossível de ven- 
cer por uma simples laje, de betão armado, 
sem nervuras. 

De facto, é sabido e já até é regra que a 
laje sem nervuras se torna anti-económica para 
vãos superiores a 2 ou 2,5 metros; é prefe- 
rível, então, recorrer às lajes vigadas. 

E assim, ao projectar-se um tabuleiro, em 
questão, começa-se por, «à priori», introduzir 
carlingas entre as vigas principais para apoio 
da laje, tal como se indica por exemplo no 
desenho n.º 1, laje que passa a ser calculada 
com o vão igual ao afastamento entre car- 
lingas. 

É ainda vulgar colocarem-se longarinas entre 
as carlingas para se calcular a laje segundo 
duas direcções ou para servirem de contraven- 
tamentos. Estuda-se, então, qual o afastamento 
mais económico a dar às carlingas e que regula, 
como dissemos já, por 2,00 à 2,50 m. 

Mas, como se calcula uma destas carlingas 
e quais são as sobrecargas que a solicitam ? 

Em geral, consideram-se simplesmente apoia- 
das nas vigas principais porque estas não têm 
rigidez suficiente à torção ou, os montantes que 
se lhe inserem normal e verticalmente não 
permitem considerá-los como elementos dum 
pórtico. 

As sobrecargas são, em geral, as rodas mais 
pesadas do maior número de auto-camiões que 
caibam na largura da ponte, o que, segundo 
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